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第 2章表現

§ 2.3多元環と線形圏のより細かい対応

kを可換体（可換環でもよい）とする．また，左加群の圏を Mod(X)，右加群の圏を Mod(Xop)で表し，小

線形圏全体のなす線形圏を k-Catと表す．

Problem 2.3.2

Aを多元環，e ∈ Aを冪等元とする．このとき次を示せ．

i ) 1− e ∈ Aも冪等元である．
ii ) eが Aの中に左逆元または右逆元を持てば，e = 1である．

iii ) 部分集合 S ⊂ Aが eS ⊂ S を満たせば，eS = {a ∈ S | a = ea}となる．

Proof. (i) eが冪等元だから，(1− e)2 = 1− 2e+ e2 = 1− eとなる．
(ii) e′ ∈ Aを eの左逆元とすると，e = e(ee′) = ee′ = 1．eが右逆元を持つ場合も同様に確かめられる．

(iii) S = ∅のときは明らか．S , ∅とする．S ′ B {a ∈ S | a = ea}とおく．
まず S の任意の元 a ∈ S について，ea = (e2)a = e(ea)だから，eS ⊂ S ′ が分かる．
逆に，元 a ∈ S が a = eaを満たすとき，ea ∈ eS より，a ∈ eS となる．よって S ′ ⊂ eS．

Problem 2.3.5

A を多元環，e ∈ A をその冪等元とする．右 A 加群 M について，写像 φ : HomA(eA,M)→ Me と

ψ :Me→ HomA(eA,M)を

φ : f 7→ f (e)e,

ψ :me 7→ (x 7→mex)

によって定める．

このとき次を示せ．

i ) 写像 φと ψ は互いに逆な線形写像である．特に，ベクトル空間としての同型

HomA(eA,M) �Me
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を得る．

ii ) M = Aのとき，上の同型 HomA(eA,A) � Aeは左 A加群としての同型となる．

iii ) M = eAのとき，上の同型 EndA(eA) � eAeは多元環としての同型となる．

Proof. (i)写像 φと ψ がともに線形写像であることはよい．

ψ が φの左逆写像であること：

f ∈ HomA(eA,M)を任意に取ると，ψ(f (e)e)は写像 x 7→ f (e)exである．特に

ψ(φ(f ))(ea) = f (e)e(ea) = f (e3a) = f (ea) (a ∈ A)

であるから，ψ(φ(f )) = f となる．よって ψ ◦φ = idHomA(eA,M)．

ψ が φの右逆写像であること：

任意のm ∈M に対して

φ(ψ(me)) = ((me)e)e =me3 =me

が成り立つから，φ ◦ψ = idMe．

(ii) φが A準同型であることを示せばよい．

元 a ∈ Aと f ∈ HomA(eA,A)を任意に取ると

φ(af ) = (af )(e)e = a(f (e))e = a(f (e)e) = aφ(f )

だから，φは A準同型である．

(iii) φが多元環準同型であることを示せばよい．

元 f ,g ∈ EndA(eA)を任意に取ると，

φ(f g) = (f g)(e)e = f (e)g(e)e = f (e)eg(e)e = φ(f )φ(g)

だから，φは多元環準同型である．

Problem 2.3.9

圏 k-Catf を，有限対象の小線形圏からなる k-Cat の部分圏であって，射 F : C → C′ の対象関数
F0 : C0→C′0 が単射であるようなものとする．
また，圏 k-Algcoi を

• 対象：(k-Algcoi)0 = {(A,E) | Aは多元環，E ⊂ Aは Aの直交冪等元の完全系}，
• 射：k-Algcoi((A,E), (A′ ,E′)) = {f : A→ A′ | f は積を保つ線形写像で f (E) ⊂ E′}，
• 射の合成：通常の写像の合成，

• 恒等射：id(A,E) = idA

で定義する．

このとき，以下で定義される函手 Cat : k-Algcoi→ k-Catf と Mat : k-Catf→ k-Algcoi が互いに擬逆
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であり，特に圏同値 k-Algcoi ' k-Catf が成り立つことを示せ．

函手 Cat : k-Algcoi→ k-Catf を

• k-Algcoi の対象 (A,E) ∈ (k-Algcoi)0 に対して圏 CA,E = Cat(A,E) ∈ k-Catf は
– 対象：(CA,E)0 B E，

– 射：CA,E(x,y)B yAx，

– 射の合成：多元環 Aにおける積，

– 恒等射：idx B x · 1 · x = x，
• k-Algcoi の射 f : (A,E)→ (A′ ,E′)に対して函手 Ff = Cat(f ) : CA,E →CA′ ,E′ は

– 対象：x 7→ f (x)，

– 射：a ∈ Aのとき yax 7→ f (yax) = f (y)f (a)f (x)

で定義し，函手 Mat : k-Catf→ k-Algcoi を

• k-Catf の対象 C ∈ (k-Catf)0 に対して k-Algcoi の対象 (AC ,EC) =Mat(C) ∈ k-Algcoi は

AC B
∐
x,y∈C0

C(x,y), EC B
{
ex B

(
idx δ(y,z),(x,x)

)
y,z∈C0

∣∣∣ x ∈ C0} ,
• k-Catf の射 F : C → C′ に対して多元環準同型 fF : AC→ AC′ は

fF
(
(ay,x)y,x∈C0

)
B
(
F(ay,x)

)
y,x∈C0

(ay,x ∈ C(x,y),x,y ∈ C0)

で定義する*1．ただし線形圏 C ∈ (k-Catf)0に対し，AC =
∐
x,y∈C0 C(x,y)は k加群としての外部直和で

あり，積を

(ay,x)y,x∈C0 · (by,x)y,x∈C0 B

∑
z∈C0

ay,z ◦ bz,x


y,x∈C0

(ay,x,by,x ∈ C(x,y),x,y ∈ C0)

と定める．単位元は
∑

x∈C0 idx である．

Proof. Matが Catの左擬逆であること：

各 (A,E) ∈ (k-Algcoi)0 に対し

A =
⊕
x,y∈E

yAx

が成り立つことに注意する．実際，相異なる (y,x) , (y′ ,x′) ∈ E ×E に対して元 yax = y′a′x′ ∈ yAx∩ y′Ax′ を
任意に取ると，x , x′ ならば yax = (yax)x = (y′a′x)′x = 0となり，y , y′ ならば yax = y(yax) = y(y′a′x′) = 0

*1 (F(ay,x))y,x∈C0 は，x
′ = F(x)かつ y′ = F(y)のとき by′ ,x′ = F(ay,x)で，それ以外のとき by′ ,x′ = 0であるような元 (by′ ,x′ )y′ ,x′∈C′0

を意味する．
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となるから，いずれの場合でも yAx∩ y′Ax′ = 0が分かる．また，任意の元 a ∈ Aは

a =

∑
y∈E

y

a(∑
x∈E

x

)
=
∑
x,y∈E

yax

と書けるから，A =
∑

x,y∈E yAxとなる．以上より A =
⊕

x,y∈E yAx．

そこで多元環準同型 αA,E : A→ ACA,E を内部直和と外部直和の間の自然な同型

A =
⊕
x,y∈E

yAx→
∐
x,y∈E

yAx

とすれば，準同型の族 α = (αA,E)(A,E)∈(k-Algcoi)0 は自然同型 α : id
k-Algcoi →Mat ◦Catを定める．

ただし，k-Algcoi の射 f : (A,E)→ (A′ ,E′)と元 a ∈ Aに対して等式 (y′f (a)x′)y′ ,x′∈E′ = (f (y)f (a)f (x))y,x∈E
が成り立つことは，内部直和 A′ =

⊕
x′ ,y′∈E′ y

′A′x′ における等式∑
y′∈E′

y′

f (a)(∑
x′∈E′

x′
)

= f (a) =

∑
y∈E

f (y)

f (a)(∑
x∈E

f (x)

)

から従う．

(A,E) Mat(Cat(A,E)) =
(
ACA,E ,ECA,E

)

(A′ ,E′) Mat(Cat(A′ ,E′)) =
(
ACA′ ,E′ ,ECA′ ,E′

)

αA,E

f Mat(Cat(f ))

αA′ ,E′

a (yax)y,x∈E

f (a) (y′f (a)x′)y′ ,x′∈E′ (f (y)f (a)f (x))y,x∈E

αA,E

f Mat(Cat(f ))

αA′ ,E′

Matが Catの右擬逆であること：

各 C ∈ (k-Catf)0 に対して函手 βC : C → CAC ,EC を

• 対象：x 7→ ex，

• 射：f : x→ y のとき f 7→ ey(f δ(z,w),(y,x))z,w∈C0ex

で定義する．これらはそれぞれ全単射

C0→
(
CAC ,EC

)
0 , C1→

(
CAC ,EC

)
1

となっているから，問 1.4.5より函手 βC : C → CAC ,EC は同型．
残りは，函手の族 β = (βC)C∈(k-Catf)0 が自然変換 β : id

k-Catf → Cat ◦Matとなることを示せばよい．

圏 k-Catf の対象 C,C′ ∈ (k-Catf)0 と射 F : C → C′ を任意に取る．
対象 x ∈ C については

Cat(Mat(F))(ex) = fF(ex) = fF
(
(idx δ(y,z),(x,x))y,z∈C0

)
=
(
F(idx δ(y,z),(x,x))

)
y,z∈C0

= eF(x)
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であるから，(Cat(Mat(F)) ◦ βC)0 = (βC′ ◦F)0．
圏 C の射 f : x→ y については

Cat(Mat(F))
(
ey(f δ(z,w),(y,x))z,w∈C0ex

)
= fF(ey)fF

(
(f δ(z,w),(y,x))z,w∈C0

)
fF(ex)

= eF(y)(F(f δ(z,w),(y,x)))z,w∈C0eF(x)
= eF(y)(F(f )δ(z′ ,w′),(F(y),F(x)))z′ ,w′∈C′0eF(x)

であるから，(Cat(Mat(F)) ◦ βC)1 = (βC′ ◦F)1．
以上より，β : id

k-Catf → Cat ◦Matは自然変換である．よって β は自然同型となる．

C Cat(Mat(C)) = CAC ,EC

C′ Cat(Mat(C′)) = CAC′ ,EC′

βC

F Cat(Mat(F))

βC′

x ex f ey(f δ(z,w),(y,x))z,w∈C0ex

F(x) eF(x) fF(ey)
(
F(f δ(z,w),(y,x))

)
z,w∈C0

fF(ex)

F(f ) eF(y)
(
F(f )δ(z′ ,w′),(F(y),F(x))

)
z′ ,w′∈C′0

eF(x)

βC

F Cat(Mat(F))

βC

F

Cat(Mat(F))

βC′

βC′

Problem 2.3.15

有限次元（長さ有限）多元環 A , 0は直交原始冪等元の完全系を持つことを示せ．また E ⊂ Aを直交
原始冪等元の完全系とすると，右 A加群として A =

⊕
e∈E eAとなることも示せ．

Proof. 有限個の直既約部分右 A加群 P1, . . . , Pn ⊂ Aが存在して A = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn とできる．このことを Aの次

元 dimAについての帰納法で証明する．

まず dimA = 1のときは明らか．次元が dimAより小さい任意の多元環について，主張が成り立ったとする．

A 自身が直既約右 A 加群のときはよい．そうでないならば，ある部分右 A 加群 0 , I, J ⊂ A が存在して
A = I ⊕ J と書ける．このとき dim I,dim J < dimAだから，帰納法の仮定により，ある有限個の直既約部分加

群 P ′1, . . . , P
′
` ⊂ I と P ′′1 , . . . , P

′′
m ⊂ J が存在して

I = P ′1 ⊕ · · · ⊕ P ′` , J = P ′′1 ⊕ · · · ⊕ P ′′m

とできる．

このとき P ′1, . . . , P
′
` , P
′′
1 , . . . , P

′′
m ⊂ Aはすべて Aの直既約部分右 A加群であって，

A = P ′1 ⊕ · · · ⊕ P ′` ⊕ P
′′
1 ⊕ · · · ⊕ P ′′m

という直和分解を得る．
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この直和分解 A = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn から，各 1 6 i 6 nに対して元 ei ∈ Pi が存在して，1 = e1 + · · ·+ en とできる．
E B {e1, . . . , en}が Aの直交原始冪等元の完全系であることを示す．

各 1 6 i 6 nについて，等式 1 = e1 + · · ·+ en の両辺に右から ei を掛けて

ei = e1ei + · · ·+ enei

となる．この左辺は ei ∈ Pi であり，右辺の各項は ejei ∈ Pj だから，

ejei =

{
ei (j = i),
0 (j , i),

すなわち E は直交冪等元の完全系である．

また 1 = e1 + · · · + en より A ⊂ e1A + · · · + enA が分かる．一方各 1 6 i 6 n について eiA ⊂ Pi だから，
e1A+ · · ·+ enA ⊂ P1 ⊕ · · · ⊕ Pn．よって eiA = Pi となる．

各 eiA = Pi は直既約であるから，補題 2.3.3より ei は原始的である．

Problem 2.3.21

A , 0を多元環とする．次が同値であることを示せ．

i ) Aは局所的である．

ii ) 任意の a ∈ Aに対して，aまたは 1− aが単元である．

Proof. (i) =⇒ (ii)

ある元 a ∈ Aに対して aと 1−aがともに非単元であるとすると，Aは局所的だから 1 = a+(1−a)もまた非
単元となり矛盾する．よって aと 1− aの少なくとも一方は単元である．

(ii) =⇒ (i)

非単元 a,b ∈ Aの和 cB a+b ∈ Aが単元であるとする．このとき a′ B c−1a，b′ B c−1bとおくと，1 = a′ +b′

が成り立つ．よって a′ と b′ のいずれかは単元である．

a′ が単元であれば，a = ca′ は逆元 a′−1c−1 を持つ．これは aが非単元であることに矛盾する．同様に b′ が

単元ならば bが単元となり矛盾する．従って cは非単元である．

Problem 2.3.23

Aを多元環とし，M ∈ (Mod(Aop))0 とする．このとき次を示せ．

i ) M =M1 ⊕M2 なる部分加群M1,M2 ⊂M が存在するとき，各 i = 1,2について A自己準同型

ei ∈ EndA(M)を合成 ei :M�Mi ↪→M によって定める．ただしM�Mi は標準射影である．

このとき各 ei は EndA(M)の冪等元であって，idM = e1 + e2 を満たす．

ii ) e ∈ EndA(M)が冪等元ならば，右 A加群として

M = Ime⊕ Im(idM −e)

となる．
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iii ) 次は同値である：

a) M は直既約である；

b) EndA(M)の冪等元は 0と idM のみである．

Proof. (i)任意の元m ∈M に対して，m =m1 +m2 なる元m1 ∈M1 とm2 ∈M2 が存在する．このとき

e1(m) =m1, e21(m) = e1(m1) =m1

より，e1は冪等元である．同様に e2も冪等元である．また e1(m)+ e2(m) =m1 +m2 =mだから idM = e1 + e2
も確かめられる．

(ii)まず任意の元m ∈M に対してm = e(m) + (idM −e)(m)であるから，M = Ime+ Im(idM −e)となる．
次に x ∈ Ime∩ Im(idM −e)とすると，ある m,m′ ∈M が存在して，x = e(m)かつ x = (idM −e)(m)が成り立

つ．このとき

x = e(m) = e2(m) = e(x) = e(m− e(m)) = e(m)− e2(m) = 0.

よって Ime∩ Im(idM −e) = 0となる．

以上よりM = Ime⊕ Im(idM −e)．
(iii) (a) =⇒ (b)

冪等元 0, idM , e ∈ EndA(M)が存在すれば，(ii)よりM = Ime⊕ Im(idM −e)かつ Ime, Im(idM −e) , 0が成
り立つ．よってM は直既約でない．

(b) =⇒ (a)

M が直既約でないとすると，部分加群 0 ,M1,M2 ⊂M が存在してM =M1 ⊕M2 とできる．このとき (i)

より，0とも idM とも異なる冪等元 e1, e2 ∈ EndA(M)の存在が分かる．

Problem 2.3.24

Aを多元環とし，M を有限次元（長さ有限）右 A加群とする．このとき次を示せ．

i ) f ∈ EndA(M)ならば，ある n ∈�>1 によってM = Kerf n ⊕ Imf n となる．
ii ) M が直既約ならば，任意の f ∈ EndA(M)は同型または冪零である．

iii ) M が直既約ならば，EndA(M)は局所多元環である．

Proof. (i) M の部分加群の昇鎖列

Kerf ⊂ Kerf 2 ⊂ · · ·

と降鎖列

Imf ⊃ Imf 2 ⊃ · · ·
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を考える．M が有限次元だから，ある `,m ∈ �>1 によって Kerf ` = Kerf `+1 と Imf m = Imf m+1 とできる．

このとき，任意の i ∈�>1 について Kerf ` = Kerf `+i，Imf m = Imf m+i となる．

nBmax{`,m}とおく．M = Kerf n ⊕ Imf n となっていることを示す．
まず m ∈ Kerf n ∩ Imf n を任意に取ると，m ∈ Imf n より，ある元 m′ ∈M が存在して m = f n(m′)となる．

一方 m ∈ Kerf n より，f 2n(m′) = f n(m) = 0，すなわち m′ ∈ Kerf 2n となる．今，Kerf n = Kerf 2n だから，

m = f n(m′) = 0．よって Kerf n ∩ Imf n = 0が分かる．

次にM = Kerf n + Imf n を示す．m ∈M を任意に取ると，f n(m) ∈ Imf n = Imf 2n だから f n(m) = f 2n(m′)

なる元m′ ∈M が存在する．
このとき f n(m−f n(m′)) = 0より，m−f n(m′) ∈ Kerf nである．よってm ∈ Kerf n+f n(m′) ⊂ Kerf n+ Imf n

となり，M = Kerf n + Imf n を証明できた．

(ii)任意の元 f ∈ EndA(M)を取る．(i)よりある n ∈�>1 が存在して直和分解M = Kerf n ⊕ Imf n を得るが，
M が直既約だから Kerf n = 0または Imf n = 0．

Imf n = 0は f が冪零であることに他ならない．

Kerf n = 0とすると，Kerf ⊂ Kerf n = 0より，f は単射となる．一方このとき，Imf ⊃ Imf n =M より，f

は全射となる．よって f は同型．

(iii) Problem 2.3.21 より，任意の f ∈ EndA(M) に対して f または idM −f が単元であることを示せば
よい．

(ii)より，f は同型または冪零である．

f が同型ならば EndA(M)の単元である．

f が冪零ならばある n ∈�>1によって f n = 0となる．このとき g B 1+ f + · · ·+ f n−1 ∈ EndA(M)が idM −f
の逆元となる．実際

(idM −f )g = g(idM −f ) = idM −f n = idM .
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