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Preface

代数学の基本定理の証明は，複素関数論によるものがよく知られているが，[3]では Galois理論の応用とし
て（複素関数論を用いずに）証明している．ただし，この本は行間が広いため，それらをすべて埋め，できる
限り self-containedにしたものを本稿にて紹介する．線形代数の基礎と，群・環・体の定義が分かっていれ
ば十分読めるであろう．
群論に関する部分は主に [2]を参考にした．可換環論の部分は [3]を，Galois理論の基本定理の部分は [1]

を，その他の体論は [4]を元に書いた．
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§ 1.1代数学の基本定理

次の定理は代数学の基本定理と呼ばれ，とても重要なものである．この証明には，主に複素関数論によるも
のが知られているが，ここでは Galois理論による代数的なものを紹介する．

Theorem 1.1.1

複素数体は代数閉体である．

以下，実数体を�，複素数体を�で表す．�が代数閉体であることを言うには，定義より，次を示せば良い：

• �上代数的な任意の元 α に対して，α ∈�である．

ただし，α は �の十分大きな拡大体の中で考えている*1．�(α)で �に α を添加した体を表すとき，α ∈ �
は �(α) = �と同値である．さらに，�(α)を含むような，�の有限次 Galois拡大体 K を一つ取る*2．K = �

を示せば，自動的に �(α) = �も従う．よって，次を示せば良い：

Theorem 1.1.2

�を中間体として持つような，�の任意の有限次 Galois拡大 K/�/�について，その拡大次数 [K :�]

は 2である．

実際，�の �上拡大次数は [� : �] = 2であり，さらに [K : �] = [K : �] · [� : �]が成り立つから，もし上
を示すことができれば [K :�] = 1，すなわち K =�となる．
さて，Theorem 1.1.2の証明に一つだけ解析的な道具を使う．

Lemma 1.1.1

奇数次の �上多項式は 1次式または可約である．

Proof. f (X) ∈ �[X]を奇数次の多項式とすると，十分大きな実数 x ∈ � について f (−x) < 0 < f (x)が成り立
つ．よって，中間値の定理により f の零点 x0 ∈ � が存在する．このとき f (X)は X − x0 を因子に持つから，
f (X)の次数が > 3ならば可約である．

Corollary 1.1.3

Rの奇数次拡大体は �自身のみである．

*1 正確には，任意の �上多項式 g(X) ∈�[X]を取り，�の拡大体 �[X]/(g(X))において X の代表する元を α とする．
*2 f (X) ∈�[X]をαの（�上）最小多項式として，(X2+1)f (X)の最小分解体を取る．Corollary 1.3.11 and Proposition 1.3.16

参照．
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Proof. L ,�を�の奇数次拡大体として，元 a ∈ L\�を任意に取る．aの�上最小多項式を f (X) ∈�[X]とすれ
ば，その次数は�に aを添加した体�(a)の拡大次数 [�(a) :�]と一致する．一方 [�(a) :�] = [L :�]/[L :�(a)]

が成り立ち，また [L : �]は奇数であると仮定したから，[�(a) : �]も奇数となる．よって Lemma 1.1.1より
f (X)は 1次式または可約となるが，いずれの場合も仮定に矛盾する．従って L =�．

以下，特に断らない限り，群はすべて有限群を指すものとする．
Theorem 1.1.2の証明のために，次の二つの事実は一旦認めることにする（これらは次節で証明する）：

i )（Sylowの定理）群 Gの位数の素因子 pを任意に取り，|G| = per（gcd(p,r) = 1）とする．このとき，位
数が pe であるような Gの部分群（p-Sylow部分群と呼ぶ）が存在する．

ii ) 単位群でない p群（位数が素数 pの冪であるような群）は指数 pの部分群を持つ．

Proof of Theorem 1.1.2. 有限次 Galois拡大 K/� の Galois群を G = Gal(K/�)と置く．Gの位数は拡大次
数 [K : �]と等しく，また [K : �] = [K : �] · [� : �]は [� : �] = 2の倍数であるから，|G|は 2を素因子に持
つ．よって i )より 2-Sylow部分群 S 6 Gが存在して，|G|/ |S |は |S |と互いに素，すなわち奇数となる．
S に対応する中間体 K/L/�を取る（Galoisの基本定理）と，拡大次数について

[L :�] =
[K :�]
[K : L]

=
|G|
|S |

が成り立つ．特に Lは �の奇数次の拡大体であるが，Corollary 1.1.3より，これは [L :�] = 1，すなわち
L =�でしかあり得ない．従って S = Gとなり，Gは 2群（位数が 2の冪 |G| = 2n）である．
n 6 1ならば良い．n > 2として矛盾を導こう．中間体K/�/�に対応するGの部分群をH0 6 Gとする．Gが

2群だからH0もまた 2群であり，ii )より指数 2の部分群H 6H0を持つ*3．これに対応する中間体を K/C/�

とすると，H 6H0であるから Cは�の拡大体であり，その拡大次数は [C :�] = [L :�]/[L : C] = |H0|/ |H | = 2

となる．しかし �の 2次拡大体は存在しない（Lemma 1.1.2）から矛盾する．よって n 6 1．

Lemma 1.1.2

�の 2次拡大体は存在しない．

Proof. K/�を 2次拡大体とすると，ある 2次既約多項式 f (X) ∈ �[X]が存在して K � �[X]/(f (X))となる．
一方，�上の 2次方程式については解の公式が知られていて，2次式は常に可約である*4．よって �の 2次拡
大体は存在しない．

§ 1.2有限群論

この節では，前節で認めた二つの事実を証明する．pを素数とする．

*3 H0 = 1は � = K を意味する（Galoisの基本定理）が，[K : �] = 2n , 2 = [� : �]と仮定しているから H0 , 1でなければなら
ない．

*4 つまり「任意の複素係数 2次方程式は少なくとも一つの解を持つ」ということだが，これは「絶対値が 1であるような任意の複素数
z0 = a0+b0

√
−1に対して，方程式 z2 = z0は解を持つ」ことを確かめれば良い．そこで a =

√
(a0 +1)/2，b = (a0/ |a0|)

√
(1− a0)/2

と置けば，z = a+ b
√
−1は z2 = z0 の解であることが計算できる．
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1.2.1冪零群と可解群

有限群論の基本的な概念に，冪零と可解がある．これらの定義には多くのバリエーションがあり，ここでは
そのうちの一つを採り上げる．

Definition 1.2.1

群 Gが冪零（nilpotent）であるとは，G0 = G，Gi = [Gi−1,G]（i = 1,2, . . .）によって定まる Gの正
規部分群の列

G = G0 > G1 > G2 > · · · > Gn > · · ·

が有限回で終わる，すなわち十分大きな nについて Gn = 1となることを言う．
また，Gが可解（solvable）*5であるとは，G(0) = G，G(i) = [G(i−1),G(i−1)]（i = 1,2, . . .）によって定
まる Gの部分群の列

G = G(0) D G(1) D G(2) D · · · D G(n) D · · ·

が有限回で終わることを言う．簡単のため，G′ = G(1)，G′′ = G(2) といった表記をよく用いる．
容易に分かるように，G , 1が冪零ならば G1 < G0，可解ならば G(1) < G(0) が成り立つ．

定義からすぐ分かることとして，

Lemma 1.2.1

冪零群は可解である．

Proof. G が冪零群であれば，上の定義のように正規部分群 Gi E G を定義したとき，十分大きな nに対して
Gn = 1となる．任意の i > 1に対して，もし G(i−1) ⊂ Gi−1 ならば G(i) = [G(i−1),G(i−1)] ⊂ [Gi−1,G] = Gi とな
るから，結局 G(n) ⊂ Gn = 1が分かる．よって Gは可解．

あとで示すように p群は冪零であるから，可解でもある．よって，次の命題から事実 ii )が従う：

Proposition 1.2.1

G , 1が可解群であれば，各 Gi−1/Gi が素数位数であるような Gの部分群の列

G = G0 D G1 D G2 D · · · D Gn = 1

が存在する．

*5 可解という名前の由来は，方程式の可解性にある．そもそも Galois理論は「5次以上の方程式が代数的に解ける（方程式が可解
である）ための必要十分条件」の研究に端を発することは聞いたことがあると思う．この方程式の解を α1, . . . ,αn としたときに，
有理数体 � にこれらを添加した体拡大 �(α1, . . . ,αn)/� の Galois群の可解性と，元の方程式の代数的な可解性とが密接に関係
する．詳しい議論は本稿の範囲を大きく逸脱するため，省略する．
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Corollary 1.2.2

p群は指数 pの（正規）部分群を持つ．

Proof. G を p 群とすると，上で述べたことにより，これは可解である．よって Proposition 1.2.1を使え
ば，G/G1 が素数位数であるような正規部分群 G1 E Gを取れる．Gが p群であるから，G/G1 もまた p群で
なければならない．よって G/G1 の位数は pであり，すなわち G1 の指数は pとなる．

まず Proposition 1.2.1を示そう．

Definition 1.2.2

群 Gが 1 6 Gと G自身以外に正規部分群を持たないとき，Gを単純群（simple group）と呼ぶ．

Lemma 1.2.2

単純可換群の位数は 1または素数である．

Proof. G , 1を単純可換群として，その元 1 , g ∈ Gを任意に取る．Gが可換だから，g によって生成された
部分群 〈g〉 6 Gは Gの正規部分群であり，Gが単純だから 〈g〉 = Gとなる．よって Gは g を生成元とする巡
回群である．
Gの位数を nとして，これが合成数 n = pqであるとき，Gの非自明な正規部分群 〈gp〉が存在するが，これ

は Gが単純であることに矛盾する．よって nは素数．

Proof of Proposition 1.2.1. 任意の正規部分群 G′ 6H E Gに対して，G/H は可換であることに注意する．
G/G′ が単純であれば，Lemma 1.2.2より素数位数となる．単純でなければ，G/G′ の非自明な（正規）部

分群が存在する．すなわち，Gの正規部分群 G′ < H C Gが存在する*6．このとき G/H は可換群となるが，も
し単純でなければ，やはり Gの正規部分群H < H1 C Gを取れる．以下同様の操作を繰り返せば，Gの部分群
の列

G = G0 D G1 D · · · D Gn = G′

であって，各 Gi−1/Gi が（1でない）単純可換群であるものを取れる．Lemma 1.2.2より，各 Gi−1/Gi はす
べて素数位数である．

さて，次小節で p群が冪零であることを証明する．そのための準備として，次の判定法を用意しておく（こ
の命題の逆も簡単に示すことはできるが，本稿では必要ないため省略する）：

*6 Gの部分群 G′ 6 H 6 Gの剰余群 H/G′ が正規ならば H も正規である．より一般に，全射群準同型 ϕ : G→ H について，H の
正規部分群 N EH の逆像 ϕ−1(N )もまた Gの正規部分群となる．
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Proposition 1.2.3

群 G = G0 から出発して，Gi = Gi−1/Z(Gi−1)という群の列 G0,G1, . . . を作るとき，もし十分大きな n

に対して Gn = 1となるならば Gは冪零である．

Proof. nに関する帰納法で証明する．n = 1のときは G = Z(G)，つまり Gが可換群であることを意味するか
ら，冪零である．
n > 2のとき n−1までを仮定すると，G1 が冪零群となる．すると，次の Lemma 1.2.3によって Gも冪零

となる．

Lemma 1.2.3

群 Gについて，G/Z(G)が冪零群のとき Gもまた冪零群となる．

Proof. G/Z(G)を冪零群として，Gの正規部分群の列

G = G0 > G1 > · · · > Gn > · · · , Gi = [Gi−1,G]

を考える．これを自然な全射 G� G/Z(G)で送ることで，G/Z(G)の正規部分群の列

G/Z(G) = Z0 > Z1 > · · · > Zn > · · · , Zi = GiZ(G)/Z(G)

を得る．準同型は交換子を保つから，Zi = [Zi−1,Z0] が成り立ち，十分大きな n に対して Zn = 1 とな
る．これは Gn が準同型 G � G/Z(G) の核に含まれること，すなわち Gn 6 Z(G) を意味する．すると
[Gn,G] 6 [Z(G),G] = 1となるから，Gは冪零．

1.2.2群作用と p 群

群Gが有限集合Ωに右から作用している状況を考える：Ωx G．元 g ∈ GのΩへの作用を x 7→ xg と表す．
x ∈Ωの G軌道を xG，固定化群を Gx = {g ∈ G | xg = x}，S ⊂ Gの固定点の集合を CΩ(S) = {x ∈Ω | S ⊂ Gx}
と書く．

Lemma 1.2.4

任意の元 x ∈Ωに対して，|xG | = [G : Gx]．

Proof.

xg = xh⇐⇒ gh−1 ∈ Gx⇐⇒ Gxg = Gxh (x ∈Ω, g,h ∈ G).
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Lemma 1.2.5

|G : Gx |（x ∈Ω）の公約数は |Ω|の約数でもある．

Proof. Ωは軌道の非交叉和となっているから，Lemma 1.2.4から従う．

Lemma 1.2.6

Gが p群ならば，|Ω| ≡ |CΩ(G)|（modp）．

Proof. Θ B Ω \ CΩ(G) とおくと，G は自然に Θ へ作用する．任意の元 y ∈ Θ に対して Gy < G だから，
[G : Gy] , 1となる．さらに G が p 群だから [G : Gy]は p の倍数．よって Lemma 1.2.5より |Θ|も p の倍
数で，|Ω| = |Θ|+ |CΩ(G)| ≡ |CΩ(G)|．

Lemma 1.2.7

G , 1を p群，1 ,N E Gをその正規部分群とする．このとき Z(G)∩N , 1となる．特にN = Gと取
れば Z(G) , 1．

Proof. ΩB N x Gを共役作用とする．Lemma 1.2.6より |CΩ(G)| ≡ |Ω|（modp）となるが，N も p群で
あるから |Ω| ≡ 0である．よって |CΩ(G)|は pの倍数となる．
一方で 1 ∈ CΩ(G) だから |CΩ(G)| , 0 となり，p の倍数でもあるから |CΩ(G)| > 2．さらに定義より

CΩ(G) = Z(G)∩N だから Z(G)∩N , 1．

Theorem 1.2.4

p群は冪零である．

Proof. Gを p群として，群 G0,G1, . . . を G0 = G，Gi = Gi−1/Z(Gi−1)によって帰納的に定義する．Gが p群
だから，各 Gi もまた p群である．よって Lemma 1.2.7より，十分大きな nに対して Gn = 1となる．すると
Proposition 1.2.3から Gの冪零性が従う．

1.2.3 Sylowの定理

以上で事実 ii )を証明できた．次は i )について見ていこう．
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Definition 1.2.3

群 Gの部分群のうち，p群でもあるものを Gの p部分群（p-subgroup）と呼ぶ．Gの p部分群のう
ちで極大なものを p-Sylow部分群（Sylow p-subgroup）と呼び，その全体を Sylp(G)と書く．

Proposition 1.2.5

任意の群において，p-Sylow部分群は存在する．

Proof. 群 Gの p部分群全体のなす族を P と置くと，これは単位群 1 6 Gを含むから空でない．さらに P は
有限集合であるから，極大元 P ∈ P を持つ．（P0 = 1 ∈ P から出発して，Pi−1 < Pi ∈ P なる Pi を繰り返し取っ
ていけば良い．P が有限集合だからこの繰り返しは有限回で終わる．）

Sylow部分群を考えるにあたって，重要な役割を果たすのが p核と呼ばれるものである．

Definition 1.2.4

群 Gの p-Sylow部分群すべての共通部分 Op(G)B
⋂

P ∈Sylp(G) P を Gの p核（p-core）と呼ぶ．

Proposition 1.2.6

群の p核は最大の正規 p部分群である．

Proof. 群 Gの p核を OB Op(G)と置く．
これが Gの p部分群であることは明らか．また，G上の自己同型によって p-Sylow部分群は p-Sylow群

へ移るから，特に内部自己同型を考えれば，Oの正規性が従う*7．
次に G の正規 p 部分群 N E G と p-Sylow部分群 P ∈ Sylp(G)を任意に取る．P = NP を言えば良い．実

際，このとき N 6 P となり，P は任意であったから N 6Oが従う．
P 6 NP は明らか．逆の包含関係を示す．次の Lemma 1.2.8 より |NP | は |N × P | = |N | × |P | の約数であ

り，N と P はともに p部分群だから NP もまた p部分群となる．すると，p-Sylow部分群の極大性により，
P =NP となる．

*7 Gの自己同型群 Aut(G)は集合 Sylp(G)へ作用している．このことから，Oは Aut(G)の各元の下で不変に保たれることが分か
る．すなわち，任意の元 g ∈ Gと自己同型 σ ∈ Aut(G)に対して，g ∈Oならば gσ ∈Oが成り立つ．

7



Lemma 1.2.8

H1,H2 6 Gを群 Gの部分群とすれば，

|H1H2| =
|H1 ×H2|
|H1 ∩H2|

.

特に，|H1H2|は |H1 ×H2|の約数となる．

Proof. 直積集合 H1 ×H2 上の同値関係 ∼を

(a,b) ∼ (c,d)
def.
⇐⇒ ab = cd

で定義すれば，|H1H2|は同値類の個数に等しい．また，各 (a,b) ∈ H1 ×H2 の同値類はちょうど |H1 ∩H2|個
の元を含むから，主張が従う．

Corollary 1.2.7

群 Gが正規 p-Sylow部分群 P ∈ Sylp(G)を持てば，Sylp(G) = {P }となる．逆に，Sylp(G) = {P }であ
れば P は Gの正規部分群となる．

Proof. もしある p-Sylow部分群 P ∈ Sylp(G)が正規であれば，Proposition 1.2.6より P 6 Op(G)が成り
立つ．一方 p核の定義から P > Op(G)であるから，P = Op(G)，すなわち Sylp(G) = {P }が従う．
逆は Proposition 1.2.6から分かる．

続いて，古典的に知られた次の定理を考える：

Theorem 1.2.8（Cauchyの定理）

群 Gの位数が pの倍数であれば，Gは位数 pの元を持つ．

Proof. 集合Ωを

Ω = {(x1, . . . ,xp) | x1 · · ·xp = 1, xi ∈ G (1 6 i 6 p)}

で定義すると，p次巡回群 �p はΩへ作用する：

(x1, . . . ,xp) 7→ (x2, . . . ,xp,x1).

実際，

x1 · · ·xp = 1⇐⇒ x2 · · ·xp = x−11 ⇐⇒ x2 · · ·xpx1 = 1.

この作用に Lemma 1.2.6を適用すれば，|Ω| ≡ |CΩ(�p)|（modp）を得る．一方仮定により |Ω| = |G|p−1 は
p の倍数であるから，|CΩ(�p)| ≡ 0となる．ここで (1, . . . ,1) ∈ CΩ(�p)だから |CΩ(�p)| , 0，特に > 2とな
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る．従ってある (1, . . . ,1) , (x1, . . . ,xp) ∈ CΩ(�p)が存在するが，これは x1 = · · · = xp , 1かつ x
p
1 = 1を意味

する．

Corollary 1.2.9

群 Gについて，Sylp(G) = {P }ならば pは [G : P ]の約数でない．

Proof. Sylp(G) = {P }とすれば，Corollary 1.2.7の後半によって，P は Gの正規部分群となる．そこで p

が [G : P ]の約数だと仮定すれば，Theorem 1.2.8より位数 pの元 gP ∈ G/P が存在する．一方このとき 〈g〉P
は Gの p部分群であるから，p-Sylow部分群の極大性から 〈g〉P = P，すなわち g ∈ P となり矛盾する．（〈g〉
は g によって生成される部分群を表す．）よって pは [G : P ]の約数ではない．

最後に，有限群論において最も重要な定理の一つである Sylowの定理を証明する．ただし，本来の Sylow

の定理はもっと強い主張を含むが，ここでは事実 i )に相当する部分だけを述べる．定理の他の部分に関して
も，証明中の Sylp(N ) = {P }，[N : P ] . 0および [G :N ] ≡ 1という関係からすぐに従う．

Theorem 1.2.10（Sylowの定理）

群 Gの位数が |G| = per（gcd(p,r) = 1）という形に書けたとする．このとき，Gの p-Sylow部分群の
位数は pe である．

Proof. Gの p-Sylow部分群 P ∈ Sylp(G)を任意に取り，その正規化部分群 N =NG(P ) = {g ∈ G | g−1P g = P }
を考える．P EN であるから，Corollary 1.2.7と Corollary 1.2.9より，Sylp(N ) = {P }かつ [N : P ] . 0

（modp）が分かる．（P は N の p-Sylow部分群であることに注意する．）
残りは [G :N ] ≡ 1（modp）を示せば良い．実際，|G| = [G :N ] · [N : P ] · |P |であるから，[G :N ], [N : P ] . 0

ならば |P | = pe となる．
P を次の集合Ωへ右から正則に作用させる*8：

Ω = {Ng | g ∈ G}x P .

このとき |Ω| = [G :N ]であり，Lemma 1.2.6を使うと [G :N ] = |Ω| ≡ |CΩ(P )|を得る．CΩ(P ) = {N }を示そ
う．P は N の部分群だから N ∈ CΩ(P )は明らかである．逆の包含関係を見るために，Ng ∈ CΩ(P )とする．
これは NgP =Ng，すなわち gP g−1 6N を意味する．脚注 *7 で述べたように gP g−1 もまた p-Sylow部分群
であるから，Sylp(N ) = {P }より gP g−1 = P を得る．これは g ∈ N に他ならない．よって CΩ(P ) = {N }とな
り，[G :N ] ≡ 1（modp）が言えた．

*8 本来右正則作用（right regular action）とは群 Gが自身に右からの積で作用すること，すなわち hg B h · g で定義される右作用
Gx Gのことである．今，Ωには Gの右正則作用から自然に誘導された作用 (Nh)g BNhg があり，Ωへの正則作用とはこれ
を表している．
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§ 1.3 Galois理論の基本定理

この節では，Galois理論の初歩について解説する．最終的な目標は，

• 有限次 Galois拡大 L/K において，その Galois群 Gal(L/K)の部分群と中間体が一対一に対応している
こと，

• そして Galois群の位数と拡大次数が等しいこと

を示すことである．
以下，環と体はすべて 0でない単位的かつ結合的な可換環・可換体とする*9．

1.3.1可換環論

最初に，可換環論のいくつかの事実を証明しておこう．任意のイデアルが単項イデアルであるような環を
PIDと呼び，0でも可逆元でもない任意の元が有限個の素元の積で書けるような環を UFDと呼んだ．

Definition 1.3.1

整域*10 R の元 a は，それによって生成される単項イデアル (a) が素イデアルのとき素元（prime

element）と呼ばれる．また a , 0は，a = bcならば bと cの少なくとも一方が可逆元となるとき，既
約元（irreducible element）と呼ばれる．

定義からすぐ分かるように，0でない素元は既約元である．実際，0 , a ∈ Rを素元として a = bcとすると
bc ∈ (a)であり，(a)が素イデアルだから bと cの少なくとも一方は (a)の元である．たとえば b ∈ (a)とすれ
ば，b = ad なる d ∈ Rが存在する．このとき a = bc = adcが成り立ち，Rは整域だから 1 = dc，すなわち cが
可逆元となる．

Theorem 1.3.1

PIDは UFDである．また，PIDの素イデアルは 0または極大イデアルである．

Proof. Rを PIDとして，その可逆元でない元 0 , a0 ∈ Rを任意に取る．イデアル (a0)はある極大イデアル
m1 = (p1) ⊂ Rに含まれ，このときある元 a1 ∈ Rによって a0 = p1a1 となる．もし a1 が可逆元でなければ，イ
デアル (a1) ⊂ Rに対して同様の議論を繰り返せば，ある極大イデアル m2 = (p2) ⊂ Rと元 a2 ∈ Rが存在して
a1 = p2a2 となる．以下繰り返して，極大イデアルm1,m2, . . . ⊂ Rと元 a1, a2, . . . ∈ Rであって ai−1 = piai を満
たすものが取れる．
上の操作が有限回で終わらないとしよう．すなわち，どの ai も可逆元にならなかったと仮定しよう．

ai−1 = aipi という関係から，イデアルの包含 (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · を得る．この極限を a =
⋃

i(ai)と置けば，これ

*9 単位的とは積に関する単位元の存在を意味し，結合的とは積が結合的であることを意味する．
*10 整域である必要はないが，簡単のため整域に限定して考える．
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は Rのイデアルである．Rは PIDであるから，a = (a)となる元 a ∈ aが存在する．このとき，aはある ai に
含まれるから，(a) ⊂ ai となる．すると (ai) ⊂ (ai+1) ⊂ a ⊂ (ai)となるが，これは ai+1 が可逆元でないことに
矛盾する．よって，ある ai は可逆元となる．
以上より，ある極大イデアルm1, . . . ,mnの元 pi ∈mi（1 6 i 6 n）と可逆元 an ∈ Rが存在して a0 = p1 · · ·pnan

となることが分かる．従って Rは UFD．
また，もし (a0)が素イデアルであれば，p1 · · ·pn = a0a

−1
n ∈ (a0)だから pi ∈ (a0)なる pi が存在する．このと

き (a0) = (pi)は極大イデアルとなる．

Theorem 1.3.2

UFDにおいて，既約元は素元である．

Proof. UFD R の既約元 a ∈ R を任意に取り，a = p1 · · ·pn と素元分解する．今 a は既約だから n = 1 かつ
a = p1 でなければならない．すなわち aは素元である．

Corollary 1.3.3

体上の既約多項式は極大イデアルを生成する．正確に言うと，体 K 上の既約多項式 p(X) ∈ K[X]に
よって生成される単項イデアル (p(X)) ⊂ K[X]は極大イデアルである．

Proof. 体 K は PID であり，PID 上の多項式環もまた PID であった．よって K[X] は UFD であり（The-

orem 1.3.1），また既約多項式 p(X) ∈ K[X] で生成されるイデアル (p(X)) ⊂ K[X] は素イデアルである
（Theorem 1.3.2）．既約多項式は 0でないから，(p(X))は極大イデアルである（Theorem 1.3.1）．

1.3.2代数拡大

体拡大のクラスのうちもっとも基本的なものは代数拡大である．

Definition 1.3.2

体の包含関係 K ⊂ Lが与えられたとき*11，この関係を体拡大（extension of fields）と言い L/K とい
う記号で表す．また，このとき Lを K の拡大体（extension field）と呼ぶ．
二つの体拡大 L/M とM/K があるとき，M を体拡大 L/K の中間体（intermediate field）と呼ぶ．
拡大体の元 x ∈ Lは，K 上のある非零多項式の根であるとき，すなわちある多項式 0 , f (X) ∈ K[X]が
存在して f (x) = 0となるとき，K 上代数的（algebraic）であると言う．Lの任意の元が K 上代数的で
あるとき，体拡大 L/K を代数的（algebraic）であると言う．

*11 厳密には，単射体準同型 K ↪→ L．もちろん体準同型はすべて単射だから，単に体準同型 K → Lと言っても同じことである．
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Definition 1.3.3

可換環*12の間の環準同型 R→ Aを R代数（R-algebra），または R多元環と呼ぶ．準同型を明示しな
い場合，単に Aを R代数などと言う．
R代数を ϕ : R→ Aと書くとき，Aには自然に R加群としての構造が入る：

R×A
ϕ×idA−−−−−→ A×A ×−→ A, (a,b) 7→ ϕ(a)b.

R代数の間の環準同型A→ Bは，R準同型でもあるとき R代数準同型（R-algebra homomorphism）
などと呼ばれる．Aから Bへの R代数準同型全体のなす集合を HomR(A,B)と書く．特に A = Bのと
きは準同型を R自己代数準同型（R-algebra endomorphism），同型を R自己代数同型（R-algebra

automorphism）と言い，それらのなす集合をそれぞれ EndR(A)，AutR(A)と書く．特に誤解の恐れ
の無いときは，単に R準同型，R自己準同型，R自己同型などと呼ぶ．

体拡大 L/K について，包含写像 K ↪→ Lによって Lは K 代数となる．特に K 上ベクトル空間となる．

Definition 1.3.4

体拡大 L/K について，拡大体 L の K 上ベクトル空間としての次元 dimK L をこの体拡大の次数
（degree）と呼び，[L : K] = dimK Lと書く．

次の二つの性質は基本的である：

Proposition 1.3.4

有限次体拡大 L/K とその中間体 L/M/K の拡大次数について，[L : K] = [L :M] · [M : K]が成り立つ．

Proof. n = [M : K]，m = [L :M]と置いて，MのK上の基底を x1, . . . ,xn ∈M，LのM上の基底を y1, . . . , ym ∈ L
とする．このときすぐに分かるように，{xiyj }が Lの K 上の基底となる．特に各 xiyj は互いに相異なるから，
[L : K] = nmが成り立つ．

Proposition 1.3.5

有限次体拡大は代数的である．

Proof. L/K を有限次体拡大として，n = [L : K]と置く．任意の元 a ∈ Lを取り，これが K 上代数的であるこ
とを確かめる．

*12 可換環である必要はなく，一般の環では R→ Z(A) ↪→ Aという環準同型として定義される（Z(A)は環 Aの中心）．しかし，本稿
では体拡大の場合しか扱わないため，可換環に限定しておいた．
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Lの元の列 1,x,x2,x3, . . . を考えると，Lは n次元ベクトル空間だから 1,x, . . . ,xn は線形独立である．よっ
て，ある非自明*13な元 a0, . . . , an ∈ K が存在して

∑n
i=0 aix

i = 0とできる．そこで p(X) =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X]と

いう多項式を考えれば，xは p(X)の根となり，従って代数的である．

Galois理論への第一歩としては，最小多項式がもっとも重要である．

Theorem 1.3.6

L/K を体拡大として，0 , x ∈ Lを K 上代数的な元とする．このとき，xを根とするような（0でない）
多項式のうちで次数最小のものが（定数倍を除いて）ただ一つ存在し，それは整除関係についても最小
である．特に最高次の係数が 1となるように取ったものを，xの最小多項式（minimal polynomial）
と呼ぶ．
さらに，最小多項式はK上既約多項式であり，K代数としての同型K(x) � K[X]/(p(X))が存在する．た
だし，K(x)はK に xを添加した体である．また，体拡大K(x)/K の次数について [K(x) : K] = degp(X)

が成り立つ．

Proof. evalx(f (X)) = f (x)で定義される環準同型 evalxK[X]→ K を考え，その核を Kerevalx = (p(X))と置
く．ここで p(X)の最高次の係数が 1となるように取れば，明らかに p(X)は xの最小多項式である．
今，準同型定理から K 代数としての同型 K[X]/(p(X)) � Imevalx = K[x]が成り立っている．K[x]は整域で

あるから (p(X))は K[X]の 0でない素イデアルとなり（x ∈ Kerevalx だから 0ではない），従って p(X)は既
約多項式である．すると Corollary 1.3.3より (p(X))は極大イデアルとなり，K[x] � K[X]/(p(X))が体と
なる．特に K[x] = K(x)であるから，K(x) � K[X]/(p(X))．
p(X)の次数を n = degp(X)と置き，{1,x, . . . ,xn−1}が K(x)の K 基底となることを確かめよう．まず，も

しある非自明な元 a0, . . . , an−1 ∈ K が存在して
∑n−1

i=0 aix
i = 0となれば，

∑n−1
i=0 aiX

i ∈ Kerevalx となるが，こ
れは p(X) の次数の最小性に矛盾する．よって {1, . . . ,xn−1} は線形独立．また，p(X) =

∑n
i=0 biX

i と書けば
xn = −

∑n−1
i=0 bix

i であるから，{1, . . . ,xn−1} は K[x] を張る．以上より {1, . . . ,xn−1} は K(x) = K[x] の基底で
ある．

Corollary 1.3.7

L/K を体拡大として，任意の元 x ∈ Lを取る．もし K 上の既約多項式 p(X) ∈ K[X]が xを根として持
つならば，p(X)は xの最小多項式である．

Proof. もし x の最小多項式 q(X)の次数が degq < degp であれば，Theorem 1.3.6より，q は p を割り切
る．一方 pも qも既約であるから，p = qを得る．

1.3.3分解体

*13 今の場合，非自明な元 a0, . . . , an とは，少なくとも一つの 0 6 i 6 nに対して ai , 0であることを意味する．
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この小節では最小分解体の存在と一意性を示す．次小節以降で見るように，標数 0の体の Galois拡大は本
質的には最小分解体と同じであるので，Galois拡大の存在を示すのに重要な役割を果たす．

Definition 1.3.5

体 K の拡大体 L/K が，多項式 f (X) ∈ K[X]のすべての根を含むとき，Lを f (X)の分解体（splitting

field）と呼ぶ．多項式 f (X)の分解体のうちで極小なものを特に最小分解体（minimal splitting filed）
と呼ぶ．
体 K が，自身の上のすべての多項式の分解体であるとき，これを代数閉体（algebraically closed

field）と呼ぶ．

体の理論では，次の延長定理が本質的に重要である．

Theorem 1.3.8

体 K 上の多項式 f (X) ∈ K[X]について，その K 上の最小分解体は K 同型を除いて一意である．

Proof. f (X)の次数 n = degf に関する帰納法で示す．Lと L′ をともに f (X)の最小分解体とする．
n = 1のとき，K が最小分解体だから良い．
n > 1として，n−1までの主張を仮定する．p(X) ∈ K[X]を f (X)の（K 上）既約因子として，その根 x ∈ L

および x′ ∈ L′ を取る．このとき，Theorem 1.3.6によって K 同型 K(x) � K[X]/(p(X)) � K(x′)が存在する．
今，この K 同型によって L′ を K(x)の拡大体と思うことにして，K(x)[X]上で f (X) = (X − x)f1(X)と分解

すれば，Lと L′ はともに f1(X)の最小分解体である．よって帰納法の仮定により，K(x)同型 L � L′ を得る．
K(x)準同型は K 準同型でもあるから，主張が示された．

続いて，最小分解体が存在することを示そう．上の Theorem 1.3.8はどのように最小分解体を構成しても
良いと保証してくれる．

Theorem 1.3.9

体 K 上の多項式 f (X) ∈ K[X]について，その K 上の最小分解体は存在する．また，その拡大次数は有
限である．

Proof. K[X]内で f (X) = p1(X) · · ·pr (X)と素元分解し（Theorem 1.3.1），その既約因子のうちで次数最大な
ものを p(X)と置く．簡単のため，その最高次の係数を 1とする．p(X)の次数 n = degp に関する帰納法で
示す*14．
n = 1のときは K がすでに分解体となっているから良い．
n > 1として，n−1までの主張を仮定する．Theorem 1.3.6より，LB K[X]/(p(X))は K の n次拡大体で

あって p(X)の根を含む．よって帰納法の仮定により，f (X)の L上の最小分解体が存在する．これは K 上の

*14 厳密には，次数が nであるような既約因子の数をmとしたときに，順序対 (n,m)の辞書式順序に関する帰納法になっている．
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最小分解体でもある．実際，L′/K を f (X)の任意の（K 上）分解体とすれば，p(X)の根 x ∈ L′ を持つ．この
とき再び Theorem 1.3.6より，L � K(x)が成り立つ．よって L′ は Lの拡大体であるから，f (X)の L上最小
分解体を含む．

1.3.4分離拡大

この小節では，多項式 f (X) =
∑

aiX
i の導多項式（derivative）を f ′(X) =

∑
iaiX

i−1 で定義する．はじめ
に分離拡大と導多項式の関係を見てから，分離拡大の性質を調べていく．

Definition 1.3.6

代数拡大 L/K において，L の任意の元の最小多項式が重根を持たないとき，この拡大は分離的
（separable）であると言う．K のすべての代数拡大が分離的であるとき，K を完全体（perfect field）
と呼ぶ．

Proposition 1.3.10

f (X) ∈ K[X] を体 K 上の多項式とする．このとき，元 x ∈ K が f (X) の重根であることと，f (x) =

f ′(x) = 0であることは同値．

Proof. xが f (X)の重根ならば，ある多項式 g(X) ∈ K[X]を用いて f (X) = (X − x)2g(X)と書ける．このとき

f ′(X) = 2(X − x)g(X) + (X − x)2g ′(X)

が成り立つから，f (x) = f ′(x) = 0．
逆に，f (x) = f ′(x) = 0 とすると，x は f (X) の根であるからある多項式 g(X) ∈ K[X] によって f (X) =

(X − x)g(X)とできる．この導多項式を計算すると

f ′(X) = g(X) + (X − x)g ′(X)

となるから，f ′(x) = 0は g(x) = 0を導く．よって xは f (X)の重根である．

Definition 1.3.7

環 Rの積に関する単位元 1 ∈ Rについて，n · 1 = 0なる自然数 n > 1のうちで最小のものを Rの標数
（characteristic）と呼び charR = nと表す．n · 1 = 0となるような n > 1が存在しないときは便宜上
charR = 0と定義する．

定義からすぐ分かるように，標数 0の体においては 1次以上の多項式の導多項式は 0でない．すなわち，
f (X) ∈ K[X]を体 K 上の多項式で degf > 1とすると，f ′(X) , 0．標数が 0でなければ，このことは必ずし
も成り立たない．たとえば体 K の標数を p > 0とすれば*15，単項式 Xp の導多項式は pXp = 0となる．

*15 本稿では示さないが，一般に整域の標数は 0か素数となることが分かる．証明は難しくない．
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Corollary 1.3.11

標数 0の体は完全体である．

Proof. 標数 0の体 K が完全体でないとすると，重根を持つような最小多項式 p(X) ∈ K[X]が存在する．こ
のとき，Proposition 1.3.10 を使えば p(X) と p′(X) の共通根 x ∈ X を得る．すると上で述べたように，
もし p′(X) = 0 であれば p(X) = 0 でなければならないが，最小多項式は 0 でないから p′(X) , 0．しかし
Corollary 1.3.7より p(X)は xの最小多項式であり，最小多項式の次数の最小性（Theorem 1.3.6）に矛
盾する．

Proposition 1.3.12

分離拡大 L/K とその中間体 L/M/K について，体拡大 L/M もまた分離的である．

Proof. L/K が代数拡大だから L/M もやはり代数拡大である．また，Lの元 x ∈ Lを任意に取り，その K 上最
小多項式を p(X) ∈ K[X]，M 上最小多項式を q(X) ∈M[X]とすると，M[X]において p(X)は q(X)で割り切
れる（Theorem 1.3.6）．今 p(X)は重根を持っていないから，q(X)も重根を持たない．よって L/M は分離拡
大である．

1.3.5正規拡大

次に正規拡大と自己同型の関係を調べよう．

Definition 1.3.8

代数拡大 L/K が正規（normal）であるとは，Lの任意の元の最小多項式が L[X]において 1次式の積
に分解することを言う．

Proposition 1.3.13

正規拡大 L/K とその中間体 L/M/K について，体拡大 L/M もまた正規である．

Proof. L/M が代数拡大であることは良い．Lの元 x ∈ Lを任意に取り，その K 上最小多項式を p(X) ∈ K[X]，
M 上最小多項式を q(X)とすると，Theorem 1.3.6より，L[X]において p(X)は q(X)で割り切れる．一方
L/K が正規拡大だから，p(X)は L[X]において 1次式の積に分解する．従って q(X)も 1次式の積に分解す
る．よって L/M は正規拡大である．
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Lemma 1.3.1

代数拡大 L/K において，すべての L上の K 自己準同型は同型である：EndK (L) = AutK (L)．

Proof. L上の K 自己準同型 σ ∈ EndK (L)を任意に取る．σ は自動的に単射であるから，各元 x ∈ Lに対して
yσ = xなる元 y ∈ Lが存在することを言えば良い．xの最小多項式を p(X) ∈ K[X]として，xと共役な元全体
をΩB {y ∈ L | p(y) = 0}と置く．
p(X)の任意の根 y ∈Ωに対して，p(yσ ) = (p(y))σ = 0σ = 0となる*16から，σ はΩ上に作用する．σ は単

射であり，Ωは有限集合であるから，σ は全射でなければならない．よって，yσ = x となるような根 y ∈Ω
が存在する．

Lemma 1.3.2

正規拡大 L/K とその中間体 L/M/K を取る．このとき，任意の K 準同型 σ :M→ Lと任意の元 x ∈ L
に対して，σ を K 準同型M(x)→ Lへ拡張できる．

Proof. xの K 上最小多項式を p(X) ∈ K[X]，M 上最小多項式を q(X) ∈M[X]とすれば，Theorem 1.3.6か
ら，L[X]において q(X)は p(X)を割り切ることが分かる．
σ をK 準同型M[X]→ L[X]へ拡張したとき，K 上の多項式はすべて σ で不変である．特に，pσ (X) = p(X)．

一方 σ が環準同型であるから，qσ (X)は L[X]において pσ (X) = p(X)の因子となっている．今，体拡大 L/K

は正規だから，p(X)と，従って qσ (X)も，L[X]において 1次式の積に分解する．そこで，qσ (X)の根の一つ
を y ∈ Lとすれば，σ は K 準同型

M(x) �
M[X]
(q(X))

σ−→ L[X]
(X − y)

� L(y) = L

を誘導する．これが求める準同型であった．

Theorem 1.3.14

L/K を有限次正規拡大として，その中間体 L/M/K を取る．このとき，任意の K 準同型M → Lは L

上の K 自己同型へ拡張できる．

Proof. 任意の K 準同型M→ Lから出発して Lemma 1.3.2を繰り返し適用すれば，K 準同型 L→ Lまで拡
張できる．（繰り返し適用できるのは Proposition 1.3.13から分かる．）Lemma 1.3.1より，これは K 自己
同型である．

*16 p(X) =
∑

aiX
i と書けば，p(yσ ) =

∑
ai (yσ )i =

∑
(aiyi )σ = (p(y))σ．
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Theorem 1.3.15

有限次正規拡大 L/K と任意の二元 x,y ∈ Lに対して，次は同値：

i ) xと y は互いに共役；
ii ) xσ = y となるような K 自己同型 σ ∈ AutK (L)が存在する．

Proof. i) を仮定して p(X) ∈ K[X] を共通の最小多項式とすれば，Theorem 1.3.6 より，K 同型 K(x) �

K[X]/(p(X)) � K(y)を得る．これは Theorem 1.3.14によって K 同型 L→ Lへ拡張され，xは yへ写される．
逆に ii)を仮定して p(X) ∈ K[X]を xの最小多項式とすれば，p(y) = (p(x))σ = 0，すなわち xと y は互いに

共役となる（Corollary 1.3.7）．

この小節の最後に，有限次拡大の場合に正規拡大と最小分解体が一致することを示そう．

Proposition 1.3.16

有限次拡大 L/K について，これが正規であることと，Lが K 上のある多項式の最小分解体であること
は同値．

Proof. L/K が有限次正規拡大とする．まず，有限次拡大だから L = K(x1, . . . ,xn)なる元 x1, . . . ,xn ∈ Lが存在
する．これらの最小多項式をそれぞれ p1(X), . . . ,pn(X) ∈ K[X]として，f (X)B

∏n
i=1pi(X)と置く．L/K が正

規であるから，各 pi(X)は L[X]上で 1次式の積に分解される．特に Lは f (X)の分解体である．また，もし
中間体 L/M/K が f (X)の分解体であれば，M は xi をすべて含むからM = Lとなる．従って Lは f (X)の最
小分解体．
逆に，L を多項式 f (X) ∈ K[X] の最小分解体として，その根を x1, . . . ,xn ∈ L とする．このとき L =

K(x1, . . . ,xn)．任意の元 y = y1 ∈ Lの最小多項式 p(X) ∈ K[X]の根がすべて Lに含まれることを示す．
p(X) を L 上の多項式と見て，その L 上の最小分解体を L′ として p(X) の根を y1, . . . , ym ∈ L′ とすれば，

L′ = L(y1, . . . , ym) = K(x1, . . . ,xn, y1, . . . , ym)が成り立つ．体拡大 L′/K の中間体として，L′′ B K(y1, . . . , ym)と
置く．これは p(X)の K 上の最小分解体である．
各 1 6 i 6mについて，Theorem 1.3.6によって K 同型 K(y1) � K[X]/(p(X)) � K(yi)が成り立つ．今，包

含写像による体拡大 L′′/K(y1)とこの同型を介した体拡大 L′′/K(yi) � K(y1)があり，Theorem 1.3.8から K

自己同型 σi ∈ AutK (L′′)であって yσi1 = yi なるものが取れる．同様に，L′ は f (X)の L′′ 上の最小分解体であ
るから，σi を K 同型 σi ∈ AutK (L′)へ拡張できる．これらは f (X)の根全体の集合ΩB {x1, . . . ,xn}へ全単射
として作用し*17，従って各 σi は Lを Lへ写す，すなわち σi ∈ AutK (L)．特に y1 ∈ Lの像が yi = yσi1 ∈ Lとな
るから，L/K は正規拡大である．

1.3.6 Galois拡大

*17 Lemma 1.3.1の証明の後半と同じ．
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この小節では Galois理論の基本定理を証明する．そのために，Galois理論の基本的な道具である Galois群
を導入しよう．基本定理が示すように，Galois拡大と Galois群は密接に関係している．

Definition 1.3.9

分離的な正規拡大を Galois拡大（Galois extension）と呼ぶ．Galois拡大 L/K について，Gal(L/K)B

AutK (L)と置きこれを体拡大 L/K の Galois群（Galois group）と呼ぶ．
Galois群の部分群 G 6 Gal(L/K)が与えられたとき，CL(G)をその不変体（invariant field）あるいは
固定体（fixed field）と言い*18，Fix(G) = LG B CL(G)などと書く．

Lemma 1.3.3

Galois 拡大 L/K の中間体 L/M/K について，L/M は Galois 拡大となる．また，G 6 Gal(L/K) を
Galois群の部分群としたとき，その不変体 Fix(G) = LG は体拡大 L/K の中間体となる．
これによって，次の集合の間の写像

{L/M/K}
Gal
�
Fix
{G 6 Gal(L/K)}

を得る．

Proof. 前半は Propositions 1.3.12 and 1.3.13から従う．
後半について，まず集合としての包含関係 K ⊂ Fix(G) ⊂ Lが成り立つことは明らか．

Lemma 1.3.4

二つの写像 Gal,Fixはともに順序を反転させる．つまり，Galois拡大 L/K が与えられたとき，その中
間体M ⊂ N に対して Gal(L/M) > Gal(L/N )が成り立ち，Galois群の部分群 H 6 G 6 Gal(L/K)に対
して Fix(H) > Fix(G)が成り立つ．

Proof. Galと Fixの定義から明らか．

この二つの写像は Galois接続となっていて，幅広い分野に一般化されている．

Definition 1.3.10

X と Y を順序集合として，それらの間の順序を反転させる写像

X
f
�
g
Y

*18 CL(G)という記法については § 1.2.2の冒頭を参照．
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を考える．これらの写像が随伴（adjunction）*19という関係

x 6 gf (x), y 6 f g(y) (x ∈ X, y ∈ Y )

を満たすとき，この組 (f ,g)を Galois接続（Galois connection）と呼ぶ．上で 6を =に置き換え
た関係が成り立つとき（つまり f と g が全単射で互いに逆写像となっているとき）特に Galois対応
（Galois correspondence）と呼ぶ．

Proposition 1.3.17

Galois対応は supと infを保つ．

Proof. Xと Y を順序集合として，その間のGalois対応 (f ,g)を考える．Xの（空かもしれない）部分集合Z ⊂ X

を任意に取り s = supZ が存在すると仮定したとき，f (s) = inff (Z)であることを示す．f (infZ) = supf (Z)

についても同様に証明できる．
まず，各元 z ∈ Z に対して z 6 s だから f (s) 6 f (z)である．そこで，ある元 y ∈ Y が存在して，任意の元

z ∈ Z に対して y 6 f (z)となるとする．y 6 f (s)を言えば良い．今，任意の元 z ∈ Z に対して y 6 f (z)である
から，両辺を g で写して z 6 g(y)を得る．よって，supの定義より s 6 g(y)となる．この両辺を f で写せば，
y 6 f (s)．
以上より，f (s) = inff (Z)が分かった．

(Gal,Fix)が Galois対応であることが基本定理の骨子であり，それを示すのがこの小節の目的である．

Proposition 1.3.18

(Gal,Fix)は Galois接続である．

Proof. L/K を Galois拡大とすれば，Lemma 1.3.4より Galと Fixはともに順序を反転させる写像である．随
伴関係も，定義からただちに従う．

Theorem 1.3.19（Galois）

有限次 Galois拡大 L/K に対して，[L : K] = |Gal(L/K)|が成り立つ．特に，Galois群は有限群である．

Proof. 拡大次数 n = [L : K]に関する帰納法で示す．n = 1のときは Gal(L/K) = {idL}だから明らか．

*19 ここで言う随伴とは，圏論における随伴のことである．すなわち，X と Y を圏と見て f と g を反変函手と見たとき，f が g の左
随伴となっている．Galois対応は随伴同値のことである．続く Proposition 1.3.17もやはり，一般の随伴同値で成り立つ性質
である．
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n > 1として，n−1までの主張を仮定する．元 x ∈ L \K を任意に取り，p(X)をその最小多項式，r = degp

をその次数とする．このとき Theorem 1.3.6より [K(x) : K] = r であるから，Proposition 1.3.4を使えば
[L : K(x)] = s となる．ただし sB n/r と置いた．今，r > 2であるから s < nとなり，帰納法の仮定が成り立
つ：|Gal(L/K(x))| = s．{σ1, . . . ,σs} = Gal(L/K(x))と置こう．
一方，L/K(x)が正規拡大であるから p(X)の根 x1, . . . ,xr ∈ Lを持ち，それらに対応してK自己同型 τ1, . . . , τr ∈

Gal(L/K)が存在する（Theorem 1.3.15）．このそれぞれは xτj = xj を満たす．そこで θi,j B σiτj ∈ Gal(L/K)

と置けば，{θi,j } = Gal(L/K)となる．実際，任意の K 自己同型 σ ∈ Gal(L/K)に対して，p(xσ ) = (p(x))σ = 0

であるから，ある 1 6 j 6 r が存在して xσ = xj とできる．このとき

xστ
−1
j = x

τ−1j
j = x

であるから，στ−1j ∈ Gal(L/K)は xも固定する．よって στ−1j ∈ Gal(L/K(x))となり，ある 1 6 i 6 sを用いて
στ−1j = σi と書ける．従って σ = θi,j となるから，{θi,j } = Gal(L/K)．
残りは |{θi,j }| = nを示せば良い．もし θi,j = θk,` ならば

xj = xτj = xσiτj = xσkτ` = x`

となるから，j = `．また，このとき σi = θi,jτj = σk となり，i = k．以上より，|{θi,j }| = nが分かった．

Lemma 1.3.5

L/K が有限次 Galois拡大のとき，Fix(Gal(L/K)) ⊂ K が成り立つ．

Proof. 元 x ∈ Fix(Gal(L/K))と，それに（K 上）共役な元 y ∈ Lを任意に取る．L/K は正規拡大であるから，
Theorem 1.3.15 により xσ = y なる K 自己同型 σ ∈ Gal(L/K) を得るが，x ∈ Fix(Gal(L/K)) であったから
xσ = x．従って xの最小多項式は 1次式であり，x ∈ K となる．

Lemma 1.3.6

L/K が有限次Galois拡大のとき，Galois群の任意の部分群G 6 Gal(L/K)に対してG ⊂ Gal(L/ Fix(G))

が成り立つ．

Proof. n = |G| と置いて，[L : Fix(G)] 6 n を示せば十分である．実際，このとき Proposition 1.3.18

and Theorem 1.3.19を組み合わせれば

|G| 6 |Gal(L/ Fix(G))| = [L : Fix(G)] 6 |G|

となるから，|G| = |Gal(L/ Fix(G))|．さらに，Galois群は有限群であるから G = Gal(L/ Fix(G))が分かる．
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[L : Fix(G)] > n + 1 と仮定して，Fix(G) 上線形独立な n + 1 個の元 x1, . . . ,xn+1 ∈ L が存在したとする．
G = {σ1, . . . ,σn}と書いて行列

A =

xσ11 · · · xσ1n+1
...

...
xσn1 · · · xσnn+1

 ∈Mat(n× (n+1),L)

を考える．この行列を線形写像 L⊕n+1→ L⊕n と見れば，その L上の階数は 6 n，従って KerA , 0であり，あ
る 0でない元 α ∈ KerAが存在する．適当な Lの元を書けることにより，α の成分のうち少なくとも一つを 1

とできる．
今，α < Fix(G)⊕n+1 である．実際，α = (α1, . . . ,αn+1)と書いたとき，各 1 6 i 6 nに対して

∑n+1
j=1 x

σi
j αj = 0

が成り立つ．特に σi = idL の場合を考えれば，もし α ∈ Fix(G)⊕n+1 ならば {x1, . . . ,xn+1}の線形独立性に矛盾
することが分かる．よって，ασ , α となるような自己同型 σ ∈ Gが存在する．
さて Gを Mat(n× (n+1),L)と L⊕n+1 へ自然に作用させよう：

(ai,j )
τ B (aτi,j ), (ai)

τ B (aτi )
(
τ ∈ G, (ai,j ) ∈Mat(n× (n+1),L), (ai) ∈ L⊕n+1

)
.

すると，任意の自己同型 τ ∈ Gに対して Aα = 0から Aτατ = (Aα)τ = 0が従う．一方 Aの定義からすぐ分か
るように*20，Aτ は Aの行を適当に入れ替えたものであるから，ある正則行列 P によって Aτ = PAと書け，
Aατ = P −1Aτατ = 0となる．以上より，α −ατ ∈ KerAを得る．
そこで α = (α1, . . . ,αn+1)の（L⊕n+1 の標準基底に関する）長さを

|α|B |{1 6 j 6 n+1 | αj , 0}|

と定義すると，αの成分のうち少なくとも一つが 1であったから，|α −ατ | < |α|が成り立つ．自己同型 τ とし
て特に τ = σ と取れば，0 < |α −ασ | < |α|となる．
以上の議論は α を α −ασ で置き換えることによって，何回でも繰り返すことができるが，α の長さは有限

であるから矛盾する．従って Lの Fix(G)上の次元は 6 n．

Theorem 1.3.20（Galois）

(Gal,Fix)は Galois対応である．

Proof. Proposition 1.3.18および Lemmas 1.3.5 and 1.3.6からただちに従う．

*20 Gは群であるから，各 i に対してある j が存在して σiτ = σj となる．このとき，Aτ の第 i 行は Aの第 i 行と一致する．
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